As fungoes hiperboélicas

1 Introducao

Nosso objetivo é meramente conhecer essas funcoes. Como se conhece uma func¢ao?
Compreendemos a definicao dela, ou seja, o dominio, a imagem; observamos o gréfico
procurando por caracteristicas interessantes delas como, por exemplo, o que acontece
quando x — +o00, se a funcao tem assintotas, onde ela é crescente, decrescente, onde
tém minimos e maximos locais et cetera.

2 As definicoes

Analogas as fungoes trigonométricas, as fungoes hiperbdlicas sao combinacdes das
funcoes e® e e™*. A defini¢ao do seno hiperbdlico é
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e as outras fungoes definem-se pelo que esperamos, ou seja,
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Assim como as funcoes trigonométricas, as hiperbolicas possuem véarias identidades
analogas, o que vocé pode descobrir experimentando as definicoes. Inspire-se nas
trigonométricas.



3 Os graficos

O seno hiperbdlico. Observe pelo grafico da Figura 1 que a funcao senh z possui
dominio R e imagem R. (A fungdo senh z lembra o grafico da fungao 22 e, de fato, am-
bas sdo fun¢oes impares.) Sendo impar, obtemos a identidade senh(—z) = — senh z.
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Figura 1: Os graficos de sinh x, cosh z, tgh x.

O cosseno hiperbdlico. O dominio de coshz é toda a linha real também, mas a
imagem ¢ o intervalo [1,00). O cosseno hiperboélico lembra uma parébola. Sendo par,
obtemos a identidade cosh(—x) = cosh z.

A tangente hiperbdlica. Tem dominio R, mas a imagem fica delimitada por duas
assintotas horizontais y = +1, logo imagem (—1,1).

4 Por que “hiperbdlicas”?

Pra responder, precisamos da identidade aniloga a trigonométrica sen? x +cos? x = 1.
Nas funcoes hiperbodlicas, a identidade é

senh® z — cosh® z = 1. (1)
Pra obté-la, aplique a definicao de cada uma no lado esquerdo da Equacao 1, obtendo
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Com as fungoes trigonomeétricas, o ponto (cost,sent) cai sobre o circulo unitario, ja
que cos?t+sen?t = 1. Similarmente, se ¢ for um nimero real qualquer, entao o ponto
(cosh t,senh t) cai sobre o brago direito da hipérbole x? — y? = 1.
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Figura 2: O ponto (cosh 1,senh 1) cai sobre a hipérbole z? — y? = 1.

Entao ¢ isso. “Hiperbolicas” pela conexdao com a hipérbole 22 — y? = 1.

5 As derivadas das funcoes hiperbdlicas

E facil obter as derivadas das funcdes hiperbolicas, ja que sabemos derivar e”.

Exercicio 5.1. Compute a derivada de senh x.
Exercicio 5.2. Compute a derivada de cosh z.

Exercicio 5.3. Compute a derivada de tgh z.



6 As catenarias

Uma aplicacao de funcoes hiperbolicas é modelar a altura de um cabo pendurado em
duas extremidades, como os cabos que prendem o bondinho do Rio de Janeiro, um
fio de telefone pendurado em postes pela cidade et cetera. (Veja problema 51, se¢do
3.11, sexta edigdo, “James Stewart”.) A gravidade terrestre “puxa” o fio e ele faz uma
barriga tomando a forma do grafico

y = c+ acosh(z/a),

sendo ¢, d duas constantes. O nome dessa curva é “catendaria”, palavra que vem do
Latim catena, que significa corrente. Quando penduramos uma corrente por suas
extremidades, obtemos uma barriga, como ocorre com fios. Talvez seja essa a razao
do nome que foi dado a curva.
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