Derivacao implicita

1 Definicao implicita e explicita

Diz-se que uma variavel dependente y estd definida de forma explicita quando ela
est4 separada de sua variavel independente. Por exemplo, y = z+ 1, y = sen(2? + 3),
y = 2° + In(z? + 7) e, de uma forma geral, y = f(z). Ja a expressao 22 + y* = 1,
embora seja possivel isolar y, define duas funcées y de forma implicita. Nesse caso
em particular, é possivel explicitar que duas funcoes sao essas de forma algébrica —
sao elas y = =v/22 + 1. Em outros casos, nao é possivel explicitar, como é o caso da
curva x> +y> = 6xy, chamada de “folio de Descartes”. (A palavra folio vem de folium,
que significa folha, coerente com o grafico da curva.) Entao é possivel definir fun¢oes
de forma implicita.

E admiravel que mesmo sem conseguir explicitar uma funcao y relativo a uma variavel
independente x, ainda assim é possivel obter a derivada de y através da estratégia
chamada “derivacao implicita”, que é uma aplicacao da regra da cadeia.

[A regra da cadeia é| uma das mais importantes regras de derivagdo. — James
Stewart, secao 3.4.

2 A derivacao implicita

Relembremos a regra da cadeia. Sejam f, g funcdes de x, deferenciaveis onde precisam
ser pra que a composta f o g seja diferencidvel. Entao, diz a regra da cadeia,

L Fo(a)) = Flo()g' ().

Observe a regra da cadeia e suponha que escrevamos y = g(z), 0 que nos permite
reescrever a regra da cadeia como

;; (y) = f'(y)y'. (1)

E essa reescrita que é chamada de “derivacdo implicita”. Em vez de derivar f(g(z))
com respeito a x, derive f(y) com respeito a y usando a Equacao 1. O resultado tem
que ser o mesmo, mas muitas vezes nao ha uma escolha de caminho a seguir porque s6
a derivagao implicita pode nos ajudar quando nao é possivel definir y explicitamente
com respeito a x,



3 Um exemplo

Compute a derivada de y, definida implicitamente pela equagao sen(y) + y> = 6 — 3.
Solucao. Comecemos pelo lado direito da equacao, o que ja sabemos fazer. A derivada
de 6 — 23 ¢ —32%. Para o lado esquerdo, sigamos devagar — derivaremos a soma
sen(y) + y* termo a termo.

Comecando por sen(y), observe a Equacao 1. A fungao sen aqui toma o lugar da
fun¢ao f na Equacao 1. Logo, sen(y) é cos(y)y’. Similarmente, a derivada de 3® ¢é
3y%y’. Assim, a derivada da equacao sen(y) +y> =6 — 23 é

cos(y)y' + 3y*y = —32°.

Ainda nao sabemos quem ¢é 1/, mas a equacao acima tem que ser verdadeira porque
estamos meramente aplicando a regra da cadeia, isto é, a derivacao implicita.

Fatore ¢ no lado esquerdo e isole 3/, obtendo

(cos(y) + 3y*)y' = —32
, —3x?
YV=—"=3
cos(y) + 3y?
Parece que obtivemos 1/, a derivada de y, que era o que desejavamos. Entretanto,
y ainda estd em funcao de y, ja que y aparece em sua féormula. Serd que isso é um

obstaculo pra que usemos a derivada como temos precisado? Responderemos ao fim
desta investigacao.

Quando queremos obter uma reta tangente a uma curva, computamos a derivada da
curva no ponto de interesse, o que nos da a inclina¢ao e com a inclinagao (e mais o
ponto de interesse) obtemos a reta tangente.

Obtenhamos a reta tangente a curva sen(y) + 4> = 6 — 2° no ponto P = (+/6,0)
(ilustrada pela Figura 1) usando a derivada y' que computamos acima. Primeiro
observe que o ponto P esta de fato na curva, ja que sen(0) 4+ 03 = 0 = 6 — (6'/3)3.

A derivada que temos,
;o — 322
v cos(y) + 3y?
diz que basta substituir x e y na formula dada por 3’ pra sabermos a inclinacao da
reta tangente a curva sen(y) + y* = 6 — 2 no ponto (1/6,0). Fazendo isso, obtemos

—3(61/3)2
= = —3V/36 ~ —9.91.
Y cos(0) + 3 - 02
E a inclinacdo que desejavamos. Assim, a reta tangente é

y = —(3V36)(x — V0),

ilustrada pela Figura 1. O fato da inclinacao de uma reta tangente depender de ambas
coordenadas — x e y — do ponto de interesse nao ¢ um obstaculo ao uso da derivagao
implicita. (Evidentemente, ja que acabamos de usa-la pra obter a reta tangente.)
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Figura 1: A tangente & curva sen(y) 4+ 3> = 6 — 2° no ponto (v/6,0).

4 O algoritmo

Como computar a derivagdo implicita? A vocé serd dada uma equacao que define
uma variavel y de forma implicita. Passo 1. Compute a derivada de cada lado da
equacao, tratando termos envolvendo x de forma usual e termos envolvendo y da
forma que estudamos aqui, ou seja, usando a regra da cadeia. Passo 2. Colete todos
os termos ¥y em um lado da equacdo e coloque todos os outros termos no outro lado
da equagao. Passo 3. Fatore 3/ e isole y/'.
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