Linearizacao

1 Aproximacao linear

Sabemos que, numa vizinhanca pequena ao redor de certo ponto x = a, uma curva
f(z) é muito proxima da reta tangente a curva no ponto x = a. Quanto mais proximo
estamos de a, mais parecida elas ficam.

Suponha que tenhamos a altura f(a) de uma curva f. Por exemplo, seja f(z) = Inx.
Certamente sabemos que In1 = 0. Mas nao é facil obter pontos na curva ao redor de
x = 1. Por exemplo, o que seria uma estimativa pra In1.017 Usar a reta tangente
como aproximacao é uma alternativa pra obter essa estimativa. Em outras palavras,
em vez de calcularmos In 1.01, podemos calcular L(1.01), sendo L a reta tangente a
Inz no ponto x = 1.

Assim, a reta tangente
y = fla)+ f'(a)(z —a)

¢ uma aproximagao da curva f(z) ao redor de x = a, isto &,
f(z) = f(a) + f(a)(z — a).

Terminologia. Essa aproximacao ¢ chamada de aprozimacao linear ou aproximacao
pela reta tangente. A reta tangente em si, cuja equacao é L(x) = f(a) + f'(a)(x — a)
é chamada de linearizacao de f em a.

Exercicio 1.1. Encontre a aproximagao linear da fungéo f(z) =yv/1—zema=0e
use-a para aproximar os numeros v/0.9 e v/0.99. Solucdo. A derivada é —1/(2+/1 — z),
entao f'(0) = —1/2 e f(0) = 1. Logo,

VI= 7= f(2) ~ F(0) + /(0)(x — 0) :1+_21x:1—;x.

Portanto,

1
V09 =v1-01l~ 1—50.1: 1—-0.05=0.95
1
V099 =+v1-001~1-— 50.01 =1—0.005 = 0.995,

como desejado.



2 Diferenciais

Usamos a notacao Ay pra nos referir & variacdo vertical de uma curva y relativa a
uma variacao Ax no dominio de y. Suponha que tenhamos uma reta tangente a uma
curva y num ponto P(z,y). Se variarmos o dominio em Az, entdo temos o ponto
Q(x + Az, y(z + Az)). A variagao vertical decorrente ¢

Ay =y(z + Az) — y(z),

como ja sabemos.

Considere agora a reta tangente L(x) & curva y no ponto P. A inclinagao dela é
y'(z). Defina uma variavel dependente chamada de dy em fungido de uma variavel
independente chamada de dx através da relagao

dy =3/ (x)dw. (1)

Seja dr = Az. Comparemos Ay com dy. A variacao vertical da curva y é Ay =
y(xr + Azx) — y(x). Quem é a variagdo vertical da mudanga decorrente na reta L(x)
tangente a curva? So6 pode ser

Liz +Ax) — L(z) = L(x + dr) — L(x)
_ (y(a) +y'(a)(z + dz — a)) — (y(a) + 1/ (a)(x — a))

= yka) + ybalz + v (a)dw — yhala — yka) + y'balz + ykata

=y/(a)dx

Portanto, a variagao vertical que ocorre na reta tangente L(x) é precisamente a va-
ridvel dy definida na Equacao 1.

Atencao. Note que foi definida uma variavel dy em funcao de uma variavel dx. Isso
nao significa que estejamos falando do objeto dy/dz que definimos como um limite
em aulas anteriores. O que estamos fazendo é reutilizando uma notacao ja conhecida
pra um novo proposito. A razao dessa reutilizacao é que se, por exemplo, dividirmos
a Equacao 1 por dx # 0, obteremos

dy

v f (l’),

dz

o que casa perfeitamente com a derivada de f(x) como conhecemos. Assim temos
dy/dx como um limite em um contexto e temos temos dy como variavel dependente e
dx como variavel independente em outro contexto. Esse novo contexto em que estamos
é na reta tangente a curva y que estamos considerando neste momento. Enquanto
uma mudanga em Ax provoca uma variagao Ay, uma mudanga em dx provoca uma
mudanca na reta tangente que é medida precisamente por dy = f'(z)dz.

Note também que a rela¢do dy = f'(x)dz se modifica pra cada ponto z no dominio.
Por exemplo, no ponto z = a, temos dy, = f'(a)dx e, no ponto x = b, temos
dy, = f'(b)dx, afinal a inclinagao da reta tangente muda a cada ponto.
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Exercicio 2.1. Encontre a diferencial dy da fungao y = x? sen(z).

Exercicio 2.2. Encontre a diferencial dy da funcao exp(z/10) no ponto x = 0 usando
dr =0.1.
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