A regra da substituicao

Introducao

Antes de estudarmos a regra da substituicao, recordemos o teorema fundamental e
apresentemos o teorema da variagao total, que é s6 mais um segundo nome para a
afirmacao 2 do teorema fundamental.

A afirmacao 1 do teorema fundamental

Recordemos a primeira garantia do teorema fundamental.

Teorema (fundamental, afirmacdo 1). Se f ¢é continua em [a,b], entdo a fungao

gla) = [ £ at
é continua em [a,b], derivavel em (a,b) e ¢'(x) = f(z), sendo z € [a,b].

O que diz o resultado? Diz que a derivada de uma funcao integral é o integrando.
Onde estd a variavel independende dessa funcao integral? Ela esta entre parénteses
justapostos a g e também no limite superior da integral. Entao, da mesma forma que
podemos conceber uma composi¢ao de fungoes como g(z? + 1), podemos escrever

22 +1

h(z? 4+ 1) = / f(t) dt

a

e pedir pela derivada de h.

Exercicio. Compute a derivada de

1/z 1
/ tg™ t dt.
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O teorema da variacao total

A segunda garantia do teorema fundamental é também chamada de teorema da
variagao total. Facamos uma reescrita da segunda garantia pra compreendermos
a perspectiva “da variacao total” e entender por que se chama assim. Eis o teorema
como o escrevemos antes.



Teorema (fundamental, afirmagdo 2). Se f é continua em [a,b], entéo

sendo F' qualquer primitiva de f, ou seja, qualquer fungdao F tal que F'(x) = f(x).

Observe que F' é uma primitiva de f, ou seja, F’ = f. Podemos entao reescrever
a segunda garantia sem usar f em qualquer lugar e obtemos o teorema da variagao
total. Eis a nova redagao.

Teorema (da variacao total). Se f é continua em [a,b], entao
b
/ F'(t) dt = F(b) — Fl(a).

O que diz o teorema da variacao total? Ele diz que se vocé tem a velocidade de
alguma coisa — a taxa de variacao de alguma coisa —, entao a primitiva dessa coisa
revela o quanto essa coisa variou. Precisamos de exemplos.

Suponha que lhe seja dada uma formula dn/dt representando a taxa de crescimento de
uma populagdo num periodo de tempo especificado pelo intervalo [tq,%s]. Em outras
palavras, sabemos o quao rapido essa populacao cresce ou decai nesse tempo. Se nos
¢ perguntado como a populacao variou nesse intervalo de tempo, a resposta é dada
pelo teorema da variacao total. Pra usa-lo, precisamos conhecer uma primitiva de
dn/dt, que é n(t). Logo, a populagdo variou

t2 dn

" E dt = TL(tg) — n(tl)

Outro exemplo. Se um objeto se move ao longo de uma reta com fungao posigao s(t),
entao sua velocidade é v(t) = §'(t) e, logo, seu deslocamento é

/f o(t) dt = s(ta) — s(t),
JUl1

que é a variacao total no deslocamento do objeto. Mas o que significa a variacao
total no deslocamento do objeto? Nao significa a distancia percorrida. Considere a
situacao em que um objeto se move numa direcao, mas depois para e retrocede. Isso
significa que v(t) troca de sinal e, logo, a integral de v(t) representa uma diferenca
de areas. Se desejarmos pela distancia percorrida, precisamos calcular

to
[t
t1

o que pode ser feito descobrindo os pontos do intervalo em que a fungdo v(t) troca
de sinal e integrar cada trecho, tomando-se apenas o valor absoluto da area de cada
trecho.



Exercicio (questdo 5 da participagdo em atividades). O termo “custo marginal” se
refere a como o custo de produzir uma coisa se modifica se exigirmos que mais uma
unidade seja produzida (além do que ja é produzido). Suponha que vocé produza um
objeto de arte, feito & mao, trabalhoso. Vocé cobra um preco por ele. Se o cliente lhe
pedir dois objetos num dia s6, vocé cobra o segundo mais caro. O custo marginal é o
preco a mais que ele paga por esse “mais um objeto” que ele pede num mesmo dia.

A palavra “margem” se refere a extremidade de uma coisa. Se alinhamos os objetos
que vocé produz numa linha representando o tempo, esse “mais um objeto” aparece
sempre na margem da direita. O custo a mais incorrido por pedir mais um objeto é
uma medida de quanto o prego sobe (ou cai) em decorréncia de se pedir “mais um
objeto” — é o custo marginal.

Se o custo marginal de se produzir um objeto é determinado pela férmula
C'(z) = 2z + 20,

sendo x uma variavel representando a quantidade de objetos produzidos num dia,
qual é o lucro diario sabendo que cada objeto vale 100 reais e ha sempre um custo
fixo de 700 reais?

Observe que se pede o lucro e o que se da é o custo marginal. Como se pede o lucro,
precisamos ter como calcular o faturamento bem como o custo, ja que o lucro é o
faturamento menos o custo. Entao faca: (a) encontre uma férmula que represente o
faturamento da empresa ao vender z unidades; (b) encontre uma férmula que repre-
sente o custo de se produzir  unidades, levando os 700 reais fixos em consideracio;
(c) expresse o lucro liquido usando (a) e (b).

Exercicio (questao 6 da participacao em atividades). Contadores medem o decai-
mento do valor de um bem de uma empresa. A Receita Federal, por exemplo, consi-
dera que a vida 1til de um carro é de cinco anos, entdao uma pratica é considerar que
um carro perde 20% do seu valor a cada ano e, assim, cinco anos depois ele nao vale
mais nada. A taxa de depreciacao ai é constante em 20%, ou seja, dV/dt = 20% = 0.2

O exercicio da participagdo em atividades diz que um certo bem tem seu valor variado
a uma taxa de

av

— = 3000t — 16000.

dt
E uma variacdo mais complicada: depende do ponto em que estamos na linha do
tempo. Se perguntamos — qual a depreciacdo nos primeiros trés anos? —, estamos
perguntando o quanto o bem caiu de valor no intervalo [0, 3]. Se perguntamos —
qual a depreciagdo no terceiro ano? —, estamos perguntando o quanto o bem caiu
de valor no intervalo [2, 3].
Antes de responder — aplicando o teorema da variagao total —, desenhe a linha do

tempo e localize que trecho representa o primeiro, segundo e o terceiro ano de uso da
maquina.



A regra da substituicao

O teorema fundamental, em sua afirmacao 1, nos ensina que integrar uma func¢ao é
encontrar uma primitiva dela, ou seja, integrar é encontrar uma funcao cuja derivada
é o integrando. Isso significa que podemos produzir uma nova regra de integracao me-
ramente computando a derivada de uma certa fungao (ou de uma familia de fungoes)
e entao arquivar o par de fungoes em nosso catalogo de integrais. Por exemplo, com-
putando a derivada de (2 + )2, usando a regra da cadeia, obtemos 2(z%+x)(2z+1),
o que nos da a regra de que

/2(:1:2 + )2z +1) dv = (2* +2)* +c.

Usamos a regra da cadeia. A fung¢do (z® + z)? é a composi¢ao de g(z) = 2 + x com
f(z) = 22, ou seja, f(g(z)) = (22 + z)%. De uma forma geral, a derivada de f(g(z))
é f'(g(x))g'(x), o que nos da a regra

[ £/(9@)g' (@) dz = f(gx)) +e.

Em outras palavras, toda regra de derivacdo produz uma regra de integracao. A
regra da substituicao é a regra de integracao produzida pela regra da cadeia. Ser um
especialista em usar a regra da substituicao significa ser um especialista em detec-
tar possibilidades de escrever o integrando na forma f'(g(x))g (x) porque, assim, a
integral é f(g(z)) + c.

Suponha que queiramos computar
/2(:152 +2)(2x +1) dx.

Como farfamos? Se suspeitamos que a regra da cadeia pode ser usada aqui, en-
tao precisamos pedir aos nossos olhos que procure expressar o integrando na forma
f'(g(x))g'(x). Na integral acima, como ja sabemos qual é a resposta, é facil ver que
o fator 2¢ 4+ 1 é a derivada da funcdo 22 + z. E facil também lembrar que aquele
fator 2 multiplicando o integrando na esquerda era a poténcia da fungao (2% + z)?,
que derivamos.

Por que a regra se chama “da substitui¢ao™? Seja u(z) = 2% + x. A derivada de u(z)
é du/dx = 2x + 1. Se substituirmos u e du/dz na integral, obtemos
2

d
/2u%ﬂfz/2udu:2u2+c:u2+c:(a:2~|—x)2—|—c,

como desejado. Em outras palavras, a regra da substituicao ¢ uma forma de reescrever
o integrando — uma mudanca de varidvel — de forma que consigamos desfazer o que
a regra da cadeia fez.

Teorema (da substituicao). Se u = g(z) é uma funcao derivavel cuja imagem é um
intervalo I e f for continua em I, entao

[ 1g@)g @) dz = [ f(w) du



Exercicio. Computemos juntos
/(x2 —3)? 27 du.

Solugao. Estamos procurando por um integrando na forma f(g(z))¢'(x). Experi-
mentando f(z) = z3, g(z) = x? — 3, obtemos a derivada de g, que é ¢'(x) = 2z e
observamos que ¢'(x) casa com o fator 2x a esquerda de dz. Assim, encontramos

F(g(@)g (2) = f(® — 8)22 = (a2 — 3)° 22
Logo, se declaramos uma nova varidvel u = g(z) = 2*—3, entdo du = 2x dx e obtemos

4
1
/(:L’2—3)32xdx:/u3du:uz%—c:z(xz—?))‘l—l—c,

como desejado.

Uma estratégia pra usar a regra da substituicdo. (1) Observe o integrando e
procure escolher uma parte do integrando que tome o lugar de uma fung¢ao g(x). Sua
escolha de g(x) precisa ser tal que a derivada ¢'(z) também apareca no integrando.
(2) Em seguida, substitua u = g(x) e du = ¢'(z)dr no integrando. (3) Se sua
escolha foi boa, vocé vai conseguir terminar a integracao. Se a escolha nao foi boa,
olhe novamente e veja se ha alternativas promissoras. (4) Compute a integral com
respeito a u. (5) Escreva os resultados em termos de z, ou seja, substitua u por g(z)
de volta.

Lembre-se que a regra da substituicao nao vai resolver todas as integrais, entao é
preciso também reconhecer quando desistir e procurar por outras formas de integrar.
As vezes é preciso ajustar uma constante

Tentemos usar a regra da substituicdo pra encontrar a primitiva de xv/x? —5. Em
outras palavras, queremos

/m\/xQ —bdr = /(x2 — 522 da.

Experimentemos u = 22 — 5 e du = 2z dz. O integrando possui z dz e nao 2z dz, o
que nos impede de continuar. Se escrevermos

/(5152 —5)V2g dr = /u1/2 du, — incorreto!

o que obtemos ¢é o dobro do resultado porque, assim, efetivamente inserimos um fator
de 2 que nao deveria estar 1. Por outro lado, se é esse o problema, podemos corrigir
a coisa multiplicando a integral por 1/2, ou seja,

1
/(x2 — 5% do = §/u1/2 du.



Agora estamos na posicao de apreciar a notacdo dy/dx de Leibniz. A forma como
fazemos pra ajustar essa constante é trabalhando com os diferenciais. Veja como.
Experimentamos © = 22 — 5 e obtivemos du = 2x dx. Observe que agora que se

du = 2x dx, entao

du
de = —.
v 2z

Logo,
' 3 2 1/2 1 du 1 1/2
/wx/x —5d9::/(x —5) xdx:/u ZQJL’:Q/U du.

Integrando e substituindo de volta, obtemos

/ 2 q ,7/_’_0 1(x2—5)3/2+c.
2 23/2 3

Derivando a integral pra confirmar o resultado, obtemos

d 1

1 1
d—g(mQ — 532 = 5(3:2 — 5?2 20 = 5\/$2 — 52z =xva? -5,
T

como desejado.

Preocupado com o fato de que estamos manipulando o dx?

Anteriormente, dissemos que o dxr de uma integral era s6 um ornamento sintatico,
o que é verdadeiro. Observe que nao precisamos manipuléd-lo como se um objeto
mateméatico fosse. Foi assim que computamos a integral acima. Recorde-se de que
fizemos a substituicao de 22 — 5 por u, mas com isso encontramos o dobro da integral
que queriamos. Entao partimos a integral na metade pra obter o resultado desejado.
Nao manipulamos o dz. Meramente usamos o raciocinio.

Entretanto, manipular o dx como se ele fosse um objeto matemético ¢ um jeito de
chegar aonde queremos sem ter que encubir a mente a entender o que esta aconte-
cendo. E mais facil operar a algebra de forma automatica do que prestar atencao no
que estamos fazendo. E por razdes como essa que a notacdo dy/dx de Leibniz é to
celebrada.

[F] permitido operar com dx e com du apés os simbolos de integragdo como se
diferenciais eles fossem. — James Stewart, se¢do 5.5, sexta edicio.

As vezes é preciso ajustar mais que uma constante

Considere computar




Se declararmos © = x — 1, entao du = dx. Mas isso nao nos permite eliminar x no
numerador do integrando e assim ficamos com

x
[
Vu
e nao podemos continuar. Pra usar a regra da substituicao, precisamos sempre es-

crever o integrando completamente com respeito & nova variavel, que é v aqui. Mas
observe que se u = x — 1, entao u + 1 = x e logo

_ fu+1

=

:/(u+1)u’1/2 alu:/ul/z—i—u’l/2 du
2

T
—d d
./\/x—l v “

= g1,L3/2—|—2u1/2+c

2
= g(x — 12 42 - 1)+,

como desejado.



